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Supplémentaire orthogonal et somme directe

DEFINITION
Soient F et G deux sous-espace vectoriels d'un espace vectoriel E tels que FN G =
{0} et tout élément x € E peut s’écrire de fagons unique sous la forme x = y +z
pour un certain y € F et z € G. Dans ce cas on dit que E est la somme directe
algébrique de F et G. On écrit E = F ®© G.

Si E est un espace préhilbertien, on dit que E est la somme directe orthogonale
deFetGSiE=F®GetG=F*.
Dans ce cas, G est le supplémentaire orthogonal de F.

REMARQUE

Soit F un sous-espace vectoriel complet de I'espace préhilbertien E. Alors pour tout
x € E, d’apres le théoreme de la projection hilbertienne, la projection orthogonale
Pr(x) de x sur F est I'unique élément de F tel que (x — Pr(x)) € F* (voir 3.3.8).

THEOREME
Soit F un sous-espace vectoriel complet de 1'espace préhilbertien E. Alors :

(i) La projection orthogonale Pr : E — F est une application linéaire continue.
Si F # {0}, alors ||Pr|| = 1.

(ii) E estla somme directe orthogonale de F et F*- i.e. E = F @ F*.
(iii) F+ = ker Pr et F-- = F.

Démonstration: ~ (i) D’apres le théoreme de la projection hilbertienne, Pr est bien
définieet Vx,y € Eet A € Kona: (x — Pr(x)) € Flet (y — Pr(y)) € F-d’ou

(x +y — Pr(x) — Pp(x)) € F* donc Pr(x +y) = Pr(x) + Pr(x)
Ax — APp(x) = A(x — Pp(x)) € F+ donc Pr(Ax) = APp(x)

d’ou la linéarité de Pr.

Comme, Pr est contractante, on a ||Pr(x)|| = ||Pr(x) — Pr(0)| < ||x]| , pour
tout x € E, d’ou ||Pr|| < 1 d’ot, la continuité de Pr. Si F # {0}, on a pour
x € F—{0}, Pex = x d’out || Prx|| = ||x]|, ce qui entraine || Pr|| > 1. Les deux
inégalités, donnent || Pr|| = 1.

(ii) Tout x € E s’écrit x = Prx + (x — Ppx) € F+ F- d’o0 E = F + F*.
La somme est directe car si x € FN F* alors ||x||? = (x,x) = 0,donc FNF+ =
{0}
(iii) a) Soitx € F*, comme (x — Pr(x)) € F*,alors Pr(x) € FNF+, d’ot Pr(x) =
0. Réciproquement, si x € ker P, alors x — 0 € F*+,d’ou x € F*.
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b) On a toujours F C F*, on va montrer 'inclusion inverse. Soit x € F-+ =
(ker Pp)*. Comme (x — Pr(x)) € F- ona, (x — Pr(x),x) = 0, d’autre part,
comme (x — Pr(x)) € F* et Pp(x) € F on aura (x — Pp(x), Pr(x)) = 0.
Ainsi, ||x — Pr(x)|*> = (x — Pr(x),x) — (x — Pe(x), Pr(x)) = Oie x =
Pp(x) e F. ]

REMARQUE

Dans les conditions du théoréme, I — Pr est la projection orthogonale sur F+, ot1 |
est 'application identité de E. Les propriétés de Pr sont valables pour (I — Pr) =
PFL .

COROLLAIRE
Soit F un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Hilbert H. Alors H = F ® F+
et F-- =F.

Démonstration: En effet, F fermé et H complet, entrine F complet. m

Si F n’est pas fermé, le résultat précédent n’est plus vrai car F1 =+ est toujours
fermé. Neanmoins on a :

COROLLAIRE
Soit F un sous-espace vectoriel d"un espace de Hilbert H. Alors

1. FAL =F

2. F est dense dans H si et seulement si F- = {0}.

Démonstration: Comme F C F, il s’en suit de (g) du Lemme 3.2.4 que F"C Flet
donc FL+ ¢ F, D’apres le corollaire précédent, = F, et donc F++ ¢ F.
D’autre part, d’apres (i) du Lemme 3.24, F C F L1 mais F++ est un fermé F C
F-- . Dou F-+ =F. =

Exercice Soit H un espace de Hilbert, M un sous-espace fermé, et N un sous-
espace de dimension finie de H. Montrer que M + N est un sous-espace fermé
de H.

REMARQUE

Si E est un Banach non isomorphe a un Hilbert, il existe toujours un sous-espace
fermé sans supplémentaire fermé (voir le livre de Lindestrauss-Tzafriri, Classical
Banach spaces).
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DEFINITION
Soit H un espace de Hilbert. Un endomorphisme P : H — H est un opérateur
auto-adjoint ( ou hermitien) si (Px,y) = (x, Py) pour tout x,y € H.

PROPOSITION
Soit F un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. Alors

1. L'application Pr : H — F est linéaire continue.
2. Pro Pr = Pr (i.e. Pr est idempotent)
3. Pour tout x,y € H on a (Prx,y) = (x, Pry), donc Pr est auto-adjoint.

Démonstration: 1. On déja vu que I'application Pr est linéaire et continue
2. Clairement, pour tout x € H, on a Pr(Prx) = Prx.
3. Soient x,y € H, d’apres la caractérisation 3.3.3 et Pry € Fon a
(x — Ppx, Pry) = Oi.e. (x, Pry) = (Prx, Pry).
De méme (Prx, Pry) = (Pry, Prx) = (y, Prx) = (Prx, y).
Ainsi (x, Pry) = (Prx,y). n

Exercice Soit P un opérateur auto-adjoint d"un espace de Hilbert H tel que P? = P.
Montrer que P est la projection orthogonale sur un sous-espace fermé de H.

3.3.1 Le théoreme de représentation de Riesz

Les espaces de Hilbert possédent des propriétés de dualités remarquables. Soit
H un espace de Hilbert, pour y € H on associe la forme linéaire sur H, ¢, : H — C
définie par ¢, (x) = (x,y). D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a |¢y(x)| =
[, y)| < |ly|l||x|| d’otr la forme linéaire ¢y est continue et ¢, || < ||y

On définit alors une application ® : H — H', quiay € H associe ®(y) = ¢,

THEOREME (LE THEOREME DE REPRESENTATION DE RIESZ)
Soit H un espace de Hilbert. Alors

1) L'application P est une isométrie i.e. pour touty € H, ||P(y)| = ||y|.

2) Soit f est forme linéaire continue i.e. f € H’, alors il existe un unique v € H tel
quey

que f = ¢y et ||f]| = lyll

Démonstration: 1) 1l suffit de supposer que y # 0, alors de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz on a ||¢,[| < |ly||, d'autre part ¢, (y) = |ly||*, entraine [|¢y] > yll,

d’ott [|¢y | = [lyll-
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2) Soit f € H',si f = 0, alors f = ¢. Si f # 0, on pose F = ker f, comme f est
continue ker f est un sous-espace vectoriel fermé (strict) de H.
Soit xg € H \ F. On pose u = xg — Pr(xg). Comme u € F+ — {0}, ker ¢, est un
hyperplan fermé strict et contient F donc ker ¢, = F. Par suite, il existe A € K

tel que f = A¢,. Il s’ensuit que f(u) = /\||u|\2, dou A = Hf{—ﬁ; On posey = %u.
Alors f = ¢y. -
COROLLAIRE

Soit H un espace de Hilbert. L'application ® : H — H’, y — ®(y) définie par :
pour tout x € H, ®(y)(x) = (x,y) est une isométrie bijective et antilinéaire de H
sur H'.

Si H est réel, c’est un isomorphisme isométrique de H sur H'.

COROLLAIRE
Tout espace de Hilbert est réflexif.

Adjoint d"un opérateur

Soient H et K deux espaces de Hilbert et A € £ (H,K) i.e une application
linéaire continue.

Il existe une unique application linéaire continue A* € Z(K, H) telle que pour
toutx €c Hety € Kona:

(Ax,y)k = (x, A"y)nu

De plus ||A*]| = ||A| et A** = A.

L’application A* est appelée I'application adjointe de A (ou 'opérateur adjoint
de l'opérateur A).

Démonstration: Soit y € K fixé, I’application de H — C définie par x — (Ax,y)x
est une forme linéaire continue, d’apres le théoreme de représentation de Riesz, il
existe un unique élément de H, noté A*y tel que (Ax,y)x = (x, A*y)y. Grace a
l"unicité, on définit ainsi une application A* : K — H. En utilisant encore 1"unicité,
on montre que A* est linéaire.

On va maintenant établir sa continuité. D’apres 1'inégalité de Cauchy-Schwarz
ona

[(x, A"yl = [(Ax, y)k| < [|Ax][[[yll < [[Afl|xlly]l-

D’ot1 la norme de la forme linéaire x — (x, A*y)y, a savoir ||[A*y|| < [|A]|||ly]l-
On en déduit la continuité de A* et I'inégalité || A*|| < ||A]].

Maintenant par unicité de 'opérateur adjoint, on aura A*™* = (A*)* = A et
d’apres ce qui précede || Al = ||A*|| < [|JA*||, d’ou || A*|| = ||A]]. n
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Les théoréme de Lax-Milgram et de Stampacchia

Soit H un espace de Hilbert et f : H x H — K une forme sesquilinéaire (ou
bilinéaire si K = R).

1) f est continue, s'il existe C > 0, telle que |f(x,y)| < C|/x||.|ly|| pour tous x et y
in H.

2) On dit que f est Coercive s’il existe « > 0 telle que
fx,x) > allx]?

pour tout x € H.

THEOREME (DE STAMPACCHIA)

Soit H un espace de Hilbert et f : H x H — K une forme sesquilinéaire continue
et coercive, et C un convexe fermé non vide de H. Pour tout ¢ € H’, il existe un
unique u dans C tel que : pour toutv € Con a

Re f(u,v —u) > Re (v — u).

De plus, si f est hermitienne (ou symétrique si K = IR) alors u est 'unique élément
de C tel que

veC

3 i) ~ Rep(u) = min | 3£(0,0) ~ Re (o)

Démonstration: Puisque ¢ et v — f(u, v), pour tout u dans, sont des formes li-
néaires continues sur H, par le théoréme de représentation de Riesz 3.3.31, il existe
un unique 4 dans H et, pour tout u dans H, un unique élément noté Au dans H
tels que, pour tous u, v dans H, on ait

¢(v) = (v,a) et f(u, v) = (Au, v).

Alors, f(u, Au) = ||Aul|®> < Cllu||||Aul|, dot ||Aul| < Clju|| et par unicité
A : H — H estlinéaire, ainsi A € £ (H).

On veut montrer que pour toutv € Con a

Re f(u,v —u) > Reg(v —u)

< Re(Au, v —u) > Re(a,v —u)
< Re(a—Au, v—u) <0

< Re(pa — pAu, v —u) < 0pourtoutp >0
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Mais par le théoréme de la projection, Re((pa — pAu+u) —u, v —u) < 0 pour tout v €
C, est equivalent & u = Pc(pa — pAu + u) i.e. 'application g : C — C définie par
g(u) = Pc(pa — pAu + 1) a un unique point fixe.
Comme C est complet, il suffit de montre que g est strictement contractante.
Alors, comme P¢ est 1-lipschitzienne,
|lg(u) = g(u)|* = ||Pcpa — pAu+u) — Pc(pa — pAu' +u')|| < [Ju—u'—pA(u—u')|?

= ||u—u'[> = 20{A(u — '), u— ') + p*||A(u — )|

En utilisant ||A(x)|| < C||x|| et {(A(x), x) > a||x||[>onobtient :
8(e) — () < || > = 2pu] [ — |2+ pC2l 1t — |2 = (1 208+ p2C) Ju — o]

20
’ @ [/
0 < (1 —2pa + p?C) < 1, et I'application g sera alors strictement contractante, et
la premiere assertion du théoreme en découle.
Supposons maintenant que la forme sesquilinéaire f hermitienne ( ou symé-
trique si (K = R)). Pour tout v € C on écrit

Alors, si on choisit p assez petit, par exemple p €]0

—_

Ft,u) ~ 2 f(0,0) ~Re(u —0) < 3 flu,u) — 2 f(0,0) ~ Re f(u,u—0)
—2f (1) = 5f(0,0) + Re f(u,0)

—;f(u—v,u—v) <0

IN

IN

D’ot pour tout v € C, 3f(u,u) —Reg(u) < 3f(v,v) — Reg(v) le résultat en dé-
coule. n

Le théoreme de Lax-Milgram est un cas particulier du théoreme de Stampac-
chia (prendre C = H).

3.3.38 THEOREME (DE LAX-MILGRAM)
Soit H un espace de Hilbertet f : H x H — K une forme sesquilinéaire continue et
coercive. Pour tout ¢ € H’, il existe un unique u dans H tel que : pour tout v € H

ona
flu,0) =9(v).

De plus, si f est hermitienne (ou symétrique si K = RR) alors u est 'unique élément

de H tel que

)~ 9(u) = min {2£0,0) ~ 910)}

veH
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Démonstration: D’apres le théoréme de Stampacchia, il existe un unique u € H tel
que pour tout v € Hon aRe f(u,v —u) > Re¢(v —u). En écrivant w = v — u,
on obtient que pout tout w € H, Re f(u,w) > Re@p(w). Alors, Re f(u, —w) >
Re¢(—w) ie. Re f(u,w) < Reg(w), parsuite Re f(u,w) = Rep(w). En rempla-
cant w par iw on obtient que Im f (1, w) = Im@(w), d’out f(u,w) = ¢(w). Ce qui
montre la premiere assertion. La seconde de la méme maniere que dans le théo-
réme précédent. m

3.3.2 Systémes orthonormés et bases hilbertienne

DEFINITION
Un systeme {x;};c; de vecteurs d’un espace préhilbertienE sur K est un systéme
orthogonal si pour touti # jona (x;, x;) = 0.

DEFINITION
Un systeme orthogonal {x;};c; de vecteurs d'un préhilbertienE est un systéme
orthonormé si ||x;|| = 1 pour touti € I.

EXEMPLE. DansR" (ou C") muni du produit scalaire standard le systéme {e1,--- ,en},00

1 sii—i
. l ] (le symbole de Kronecker) est un systéme

ex = (Okn)ke(t,..ny €t dij = 0 siif]

orthonormé

EXEMPLE. L’espace de Hilbert /2(N, K), muni du produit scalaire (x,y) = Z CrTTk,s
k=0

le systeme {e;, },cN, donné par e, = (& ,)keN, €st un systeme orthonormé.

EXEMPLE. Pour I'espace de Hilbert L?([a, b],C), muni du produit scalaire

1 b
x,y) = —— [ x(t)y(t)dt, le systéme {e;, },c7 est une famille orthonormée ; ou
y b—_a y y
—als .
la fonction e, : [—7, 1] — C est définie par e, (t) = ¢! ot w = &2,
PROPOSITION

Soit {e; }iec; un systeme orthonormé d’un préhilbertien E o1 I est un ensemble fini.
On pose F = Vect{e; }ic].
Alors pour tout x,y € Eona:
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1. Ppx = Yier(x, ej)e;

2. |[Pex|? = Sier [{x, €:)]?

3. (Prx,y) = Yier(x, €i)(y, €;)
Démonstration: Pour tout x € E, on pose Px := Y ;c1(x,¢;)e;. Alors, pour touty € E
ona (Px,y) = (Cier(x, e)ei, y) = Sier(x, ei)(y, e:).

En particulier, pour tout j € I, (Px,e;) = (x,¢;), d’ott (x — Px,¢;) = 0, par suite
(x — Px,y) = 0 pour tout y € F, d’apres le théoreme de la projection hilbertienne
P = Pr. Doy, ||Prx||? = (Ppx,Pex) = > (Prx,ei){e;, Pex) = > (x,e;)(x,e;) =

i€l iel

> x el u

iel

PROPOSITION (L'INEGALITE DE BESSEL)
Soit {e;};c; un systéme orthonormé d’un préhilbertien E. Alors
(a) Pour tout x € E et tout sous-ensemble fini ] C I on a

Il = 3 K eqdeil + [lx — - (x, enerl|.
ief ie]
(b) Pour tout x € E, la famille (|(x,¢;}|?);c; est sommable dans R et on a I'in-

égalité de Bessel :
> e < lx1?
iel
Démonstration: (a) On écrit x| = Z(x, ejyejetx] =x— X|-
icf
Alors, x| L x| etcomme x = x| + x| onaura [[x]|* = [Jx [ + [[x_ [
(b) D’apres (a), pour tout sous-ensemble fini ] C [ on a
o lx e =113 (x eeil” < lx]1%,
ic] i€]

d’ot la famille (|(x, ;}|?);c; est sommable dans Ret Y [(x,¢;)|> < ||x|%, m
iel

COROLLAIRE
Soit H un espace de Hilbert et {¢;};c; un systéme orthonormé. Alors, pour tout

x € H, la famille orthonormée ({x, ¢;)e;);cs est sommable et || > (x,e;)e;[|* < ||x|)?,
icl

Démonstration: D’apres la proposition précédente, la famille (|{x,¢;)|?);c; est som-

mable dans R et comme H est complet, d’apres 3.4.27 la famille ((x,e;)e;)ics est
alors sommable et Y |(x,e;)[* = || Y (x,e;)e;||? n
icl icl
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Base hilbertienne

DEFINITION
Soit E un espace préhilbertien. Une famille {e; },-; de E est une base hilbertienne
de E si elle est orthonormée et totale.

REMARQUE
Si H est un espace de Hilbert alors un sytéeme orthonormé {e;};c; est une base
(x,6;)) =0

) = x = 0.
pour touti € [

hilbertienne si et seulement si {

. —1
En effet, si (x,e¢;) = 0, pour tout i € I, alors x € (Vect{e;}ic;)" = Vect{e;}ic; =
H+ = {0}.
Réciproquement, la condition entraine que
L 1
(Vect{e;}ic))" = Vect{e;Yic; = {0}. Comme H = Vect{e;};c; @ Vect{e;}ic; on
aura nécessairement H = Vect{e; };c;.

THEOREME (CARACTERISATIONS DES BASES HILBERTIENNES)
Soit H un espace de Hilbert et {e; }c; une famille orthonormée.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) {e;}icr est une base hilbertienne.
2) Pourtoutx € H, x = > (x,¢e;)e;
iel
3) Pourtoutx,y € H, (x,y) = > (x,e;){e;,y) = > (v, e)(y, e)
iel il
4) Tout x € H, satisfait I'identité de Parseval :

]2 = 37 [(x el

iel

Démonstration: 1) = 2)” Soient x € H et e > 0, alors il existe y, € Vect{e;}ic]
tel que ||x —y,|]| < e. Il existe donc J; C I, J. finiet A; € K, i € ], tels que
Ve = >_ A

i€e
On pose F, = Vect{e;}ic),, alors dimF, < co et Pr(x) = > (x,¢;)e;, d’apres
i€e
la proposition 3.3.45 et alors ||x — > (x,e;)e;i]| < ||[x —ye|| < e D’out la famille

i€fe
((x,e;)e;)ics est sommable et > (x,e;)e; = x.
icl
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”2) = 3)” Soient x € H, ¢ > 0.Soity € H — {0} alors il existe J; C I, J fini, tel
que [x — S (x,e;)e;]| < EH D'o

i ly
[(x,y) — Z])<x, ei)(y,ei)| = |(x,y) - <ZIj<x,ei>ewy>| < [lx - ¥<x,ei>eill lyll <e.

”3) = 4)”, Il suffit de prendre y = x

—1
"4) = 1)”,Si x € vect{e;}ic; ,d’apres4), ||x|| = 0, i.e. x = 0, ceci entraine que

vect{ei}ie[L = {0} et donc vect{e;};c; = {0} = H d’apres la remarque 3.3.52. g

On va maintenant montrer 1'existence de base hilbertienne pour tout espace de
Hilbert (méme s’il n’est pas séparable). Ce résultat utilise le lemme de Zorn (voir
1.1.19).

3.3.55 THEOREME
Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne.
De plus, tout systeme orthonormé d"un espace de Hilbert est contenu dans une
base hilbertienne.

Démonstration: On suppose que 1’espace de Hilbert .7 n’est pas réduit a {0}. Soit L
un systéme orthonormé de /7. On désigne par % 1’ensemble des systemes ortho-
normés de 7 qui contiennent L, qu’on ordonne par 'inclusion (C). Alors % n’est
pas vide, puisqu’il contient L.

Montrons que (4, C) est inductif. Soit ¢ = {B;,i € I} une partie totalement
ordonnée de (%, C)
Alors pour montrer que ;< B; est un majorant, il suffit de montrer que (J;c; B; est
un sytéeme orthonormé. En effet, soit x,y € Ujc; Bi, x # y, alors il existe j € I tel
que x,y € B;, d’'ot [|x]| = [ly|| = 1 et (x,y) = 0, ainsi on a montrer que ;e B; est
un syteme orthonormé.

D’apres le lemme de Zorn, il existe un élément maximal B dans #. Alors B est
une base hilbertienne de 7, 1l suffit de montrer que B est total i.e Vect(B) = 7.

i i
Sinon, . # Vect(B) et donc Vect(B)™ # {0}. Soit xo € Vect(B)" un vecteur
de norme 1. Alors, BU {xg} est un sytéeme orthonormé qui contient strictement

B, ceci contredit le caractere maximal de B. Donc B est total et par suite une base
hilbertienne de .77

3.3.57 PROPOSITION
Dans un espace de Hilbert deux bases hilbertiennes sont équipotentes.
Leur cardinal est appelé la dimension hilbertienne de I'espace de Hilbert.
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Démonstration: Soit 7 un espace de hilbert de dimension infinie. Soient B et B’
deux bases de 7. Pour tout ¢ € B, 'ensemble D, = {f € B/; (¢, f) # 0} est
dénombrable d’apres 3.4.16, car e = Y _ (e, f)f. D’autre part pour tout f € B/,
fepB’
il existe e € B tel que (¢, f) # 0, car f = > (f,e)f # 0. Ainsi B" = Ueep D, il
eEB
existe donc une injection de B’ dans IN x B. Comme IN x B est équipotent B (car B

est infini, voir 3.4.38 ), il existe donc une injection de B’ dans B. Un raisonnement
identique donne une injection de B dans B’. Finalement, le théoréeme de Cantor-
Bernstein 3.4.34 donne une bijection de B sur B'. m

EXEMPLE. Soit I est un ensemble on munit,

2(I,K) = {(x)ier € K| (|xi]*)ic; est sommable dans R} du produit scalaire

((x1)ier, (Vi)ie1) = > x¥;. Alors, £2(1,KK) est un espace de Hilbert non séparable.
icl

Une base hilbertienne de ¢?(I,K) est donnée par la famille de vecteurs {e; };cs avec

e; = (6ij)jer ol 6; est le symbole de Kronecker défini par 6;; = 0sij # ietd; = 1.

THEOREME

Soit . un espace de Hilbert de dimension hilbertienne I et soit {e; };c; une base
hilbertienne. Alors, I'application ¢ : 5 — ¢2(I,KK), définie par ¢(x) = {{x,en) }icr
est un isomorphisme isométrique.

On va considérer le cas particulier des espaces de Hilbert séparables.

Etant donnée une suite libre { f,, } ,en d’un espace préhilbertien E on voudrait
construire une suite orthonormée {e, },c telle que pour tout p € IN on ait
Vect {ey, ..., ey} = Vect{fy,..., fp}, ceci est donné par :

THEOREME (LE PROCEDE D’ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT)

Soit H un espace préhilbertiende dimension infinie.

Soit { fu }nen une suite libre de vecteurs de H. On pose pour p € N,

Vy := Vect{fo, ..., fp}. Alors, la suite {e, } ,en définie par une récurrence :
fr=Pv, 1 (fp)

- fo > — P Ty i 5
eo = yipy et pour p = 1, ep TPy Gl est une suite orthonormée telle que

vect{ey,...,ep} = V.

fp+1— Zf:o {fp ei)fi _
o1 — S olep e fill

En fait, ona pour p > 0,¢,,1 =
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Démonstration: On raisonne par récurrence : comme la suite est libre fy # 0 par
suite eg = H{C—SH vérifie bien ||ep|| = 1. Supposons que ey, . .., e, sont déja obtenus et
que Vp, = Vect{ey, ..., ep}. Soit Py, (fp+1) la projection orthogonale de f, 11 sur V,,
d’apres la caractérisation de la projection on a (f,+1 — Py, (fp+1),y) = 0 pour tout
y € Vp, en particulier, f, 1 — Py, ( fp+1) est orthogonal aux vecteurs ey, ..., e, et

fp+1—Pv, (fp41)
fp—«—l_PVp (fp+1)
Il reste a determiner Py, (f,+1) dans la base orthonormée {ey, ..., ep}. Si on écrit

en posant e,1 = I T on obtient un systéeme orthonormé ey, ..., €p+1-

Py, (fp+1) = Sh_, Ase;, alors (Pv,(fp+1),€i) = A; et dela caractérisation précédente
p

p
ona (Py,(fpr1) ;) = (fpr1,€:), finalement Py (fpr1) = > Aiei = D (fpr1,6)ei- m
i=0 i=0

3.3.63 EXEMPLE. Soit H = C%([—1,1], R) muni du produit scalaire (f, g) = fg p(x)f(x)g(x) dx

avec p(x) = \/11_7 La suite orthonormée obtenue, par le procedeé de Gram-

2

Schmidt & partir de la suite des monoémes {1, x,x%,...,x",...} est la suite des po-
lyndmes de Tchebychev P, = cos(nArcos(x)), n € IN.

3.3.64 THEOREME
Un espace préhilbertienest séparable si et seulement s’il admet une base hilber-
tienne dénombrable.
Dans ce cas toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.

Démonstration: Soit {u, },cN une suite dense dans H. On se ramener au cas ou la
suite est libre. Soit {u}, },cNn une sous-suite libre de {uy,},cN telle que La suite
{tn}nen C Vect{u), |n € N}. Alors, {u!,},cn est alors totale.

D’apres le procédé de Gram-Schmidt 3.3.61, il existe une suite orthonormée
{en}nen telle que pour tout n € N, vect{ey, - - - ,e,} = vect{uy, - ,uj,}. Comme
{u}, }nen est totale il en est de méme pour {e, } ,eN-

Réciproquement, si H a une base hilbertienne dénombrale, alors H admet une
suite totale, il est donc séparable (voir 2.2.47). n

Tout espace euclidien de dimension 7 est isométriquement isomorphe a K”. Le
théoreme suivant étend ce résultat aux espaces de Hilbert séparables de dimension
infinie.

3.3.66 THEOREME
Soit . un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et {e, },en une base

hilbertienne. Alors, I'application ¢ : 5# — (?(IN,K), définie par ¢(x) = ((x,en))neN
est un isomorphisme isométrique.



3.3.68

3.3.69
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Démonstration: Soit x € ¢, d’apres l'identité de Parseval
1[I = 37 [(x en) 2 = () 5.
iel
en en déduit que ¢ est bien définie, i.e. p(x) € 2(IN,K) et qu'elle préserve la
norme. Pour tout x,y € Zeta,p € K,
p(ax + By) = ((ax + By, en) Jnen = (a(x, en) + (Y, ) Jnen
= a((x,en))neN + B((Y, en) Jnen = ag(x) + Bo(y),

d’ou ¢ est linéaire. Donc ¢ est une isométrie linéaire.
Il reste & montrer que ¢ est surjective.

n n+p

Soit (an)nen € ¢*(IN). On pose S, = > agex. Alors ||Sy — Spipl|* = Y |ax/?
k=0 =
—+o00

qui vers 0 lorsque n tends vers +oo, conséquence de la convergence de > |ag |>.
k=0

Alors, par complétude, la suite (S, ),cNn converge dans 7 vers x = Z ane,. Dot

nelN
¢(x) = (an)neN- Ainsi ¢ est un isomorphisme linéaire et isométrique. n

EXEMPLE. Soita < b. On pose T =b—aetw = 2% On munit L2([a,b],C) du

nrs -
produit scalaire (f, g) =7 / f(t)g(t)dt. Pour n € Z, on note e, la fonction T

périodique, définie par e, (f) = “"”t, pour tout t € R. Alors
PROPOSITION

La suite (e;),cz est une base hilbertienne de L?([a, ], C).
Ainsi, L?([a, b],C) est isométriquement isomorphe a ¢?(N, C).
Démonstration: La suite (e, ),cz est orthonormée.

En effet,

1 sin=m

1’1 mtdt iw(n—m b
T/ {%{e( )tL:O sin #m

en/em = T/ en

I reste a montrer qu’elle est totale.

Soit f € L?([a,b],C) et ¢ > 0. D’apreés le théoréeme de densité, il existe ¢ €
C([a,b],C) telle que ||f — gl|> < 5. On peut supposer, quitte a modifier g au voi-
sinage des points a et b que g(a) = g(b) = 0. On prolonge g par T-périodicité a
IR, on obtient ainsi un élément de %T_per(]R, C). D’apres la proposition 1.4.44, I’en-
semble des polynomes trigonométrique & = Vectc{e, |n € Z} est dense dans
C1-per (R, C). Soit P est un polynome trigonométrique tel que ||g — PHoo s

iw(n—m)

Alors, [|f = Plla < |If = glla+ llg = Pll2 < Hf gla+llg =Pl <5+5=
D’ott Vectc{e, | n € Z} est dense dans L?([a, b],C). n
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3.4 Applications

3.4.1 Séries de Fourier

Soit T un réel > 0. Une fonction f : R — C est dite de période T ou T-
périodique si f(x + T) = f(x) pour tout x € R. On a alors, f(x +nT) = f(x)
pour tout x € R et tout n € Z. Il est souvent plus commode de voir les fonctions
de période T comme des fonctions sur 1'espace quotient T = R/TZ de R sur TZ
par la relation x ~ y si et seulement si x —y € TZ i.e. il existe n € Z tel que
x=y+nT.

Soit 77 : R — T 'application qui associe a un point de R sa classe d’équivalence
modulo TZ.

Alors si f : R — C est une fonction T-périodique, il existe une unique fonc-
tion f : T — C telle que f = f o 7. Réciproquement, étant donné une fonction
f:T — Calors f = form: R — C est une fonction T-périodique. Ainsi les fonc-
tions sur T correspondent aux fonctions sur IR admettant la période T'; ou encore
aux fonctions f définies sur un intervalle [a,a + T] telles que f(a) = f(a+ T) quel
que soit a.

T est muni de la topologie quotient i.e. la topologie telle que f : T — C est conti-
nue si et seulement si f o 77 : R — C; ainsi 1'espace C(T) des fonctions continues
sur T s’identifie avec I'espace des fonctions continues et T-périodiques sur IR.

Soit S = {z € C: |z| = 1} le cercle unité. L'application ¢ : R — S! définie par
P(t) = e'“! est surjective continue ot w = ZT” L’application induite ¢ : T — S?
qui a la classe d’équivalence de t € R associe ¢/ est une bijection continue donc
un homéomorphisme car T est compact, et o p = ¢ i.e. le diagramme suivant est

commutatif
¢ gl
N
T

Ainsi pour toute fonction f : R — C, T-périodique et continue il existe une
unique fonction continue f : 8! — C telle que, pour tout t € R, f(t) = f(e'“?).

R

Polynémes trigonométriques

Soit T > 0, on pose w = ZT" Pour n € Z, on note ¢;, la fonction T-périodique
de R a valeurs dans C définie par e, (t) := e'“".
Soit n € IN; un polynébme trigonométrique de degré n est une expression de la

n
forme Y Arer avec Ay € Cet A, ou Ay, # 0. On note par &, = Vect{e, |0 <
k=-—n
k < n} l'espace des polyndmes trigonométriques de degré < n et par & 1'espace



3.4.1

3.4.2

3.4.3
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des polyndmes trigonométriques i.e. & = ;>0 Pn.

DEFINITION (COEFFICIENTS DE FOURIER ) R
On définit les coefficients de Fourier de f pour une fonction intégrable, f(n) , par :

f(n) = ;/()Tf(t)e_i‘””t dt, Vn e Z.

La suite ( j? (n))nEZ est appelée la suite des coefficients de Fourier de f.

La série de Fourier de f est la série Sf = f(n)ey, et la suite des sommes
nez

N
partielles SNf = > f(n)e,
n=—N
La série de Fourier de f est convergente si la suite des sommes partielles (S, f)

converge.

REMARQUE R R
Si f est une fonction paire i.e. f( ) f(x) alors f(—n) = f(n) et sa série de
Fourier peut s’écrire Sf(x) = +2) " f(n)coswnx Si f est une fonction im-
n>1
paire ie. f(—x) = —f(x) alors f f(—n) = —f(n) et sa série de Fourier peut s’écrire
=2i Y f(n)sinwnx

n>1
PROPOSITION
Pourp € [1,+c0], f € LF(T) etn € Zona

F) <[ f1lp

les coefficients de fouriers sont bien définis.

Démonstration: Soit q’exposant conjugué de p, alors l'inégalité de Holder et |[e ™| =
1, nous donne :

< 2 [ IF©e < dt < flpllenly = 1l

On va étudier les questions suivantes :
— Sous quelles conditions la suite des coefficients de Fourier est un élément
de ?(Z)?
— La suite (Syf)nen converge-t-elle ? si oui, dans quelle sens ?
— sous quelles conditions (et dans quel sens) a-t-on I'égalité

f= Zf(”)en

nez



3.4.5

3.4.7
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3.4.2 Série de Fourier d’une fonction de L?([a,b],C)

Soit a < b. On pose T =b—aetw = %.On munit L2([a,b],C) du produit

scalaire (f,g) =7 / f(t)g(t)dt. Pour n € Z, on note e,, la fonction T-périodique,

iwnt

definie par e, (t) = "™, pour tout t € R. Alors

THEOREME
La suite (e, ) ez est une base hilbertienne de L?([a, b], C).

Démonstration: La suite (e, ),z est orthonormée.
En effet,

- 1 N 1 sin=m
(en, em) T/a en(t)em(t)dt T/a e at H.e“"(”"””} =0 sin#m
a

Il reste a montrer qu’elle est totale.
Soit f € L?([a,b],C) et & > 0. D’apres le théoréme de densité, il existe ¢ €
C([a,b],C) telle que || f — g|l2 < 5. On peut supposer, quitte a modifier g au voisi-
nage des points a et b que g(a) = g(b) = 0. On prolonge g par T-périodicité a R, on
obtient ainsi un élément de 47, (R, C). D'apres la proposition 1.4.44, I'ensemble
des polyndmes trigonométrique Vectc{e, |n € Z} est dense dans %7_per(R, C).
Soit P est un polynome trigonométrique tel que ||g — Pl < 5.
Alors, [|[f =Pl < [If =glla+lIg§ =Pl < [f =gl + 8§ = Plle <5+ 5 ==

D’ou Vectc{e, | n € Z} est dense dans L?([a, 1], C). n

En identifiant une fonction T-périodique, f : T — C avec sa restriction sur l'in-
tervalle [0, T| on a comme conséquence du théoréme précédent et des propriétés
d’une base hilbertienne :

THEOREME

L'application ® : L2(T) — (2(Z), f — (f(n))uez est un isomorphisme isomé-
trique donc linéaire bijective et pour tout f € L2(T), ||f|l> = || f(n)||>. Autrement
dit, pour toute fonction f : R — C, T-périodique et telle que ] |f(t)[>dt < +oo
ona:

1a}nt 2 3 ; _ —
G f(t) = f(n) dans L?(T), i.e. Nl_1>r£r100||f Snfll2 =0,

nesz

N o~ .
ouSnf = f(n)e“™, NeN.
N
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3.4.9

3.4.10

3.4.12
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1 T
(ii) l'identité de Parseval : T /0 (H)2dt =S |f(n)-

nez

(iii) Pour tout f,¢ € L?>(T) ona (f,g) T/ f(t) = sz(n)g(n)

REMARQUE
Ce résultat ne dit rien sur la convergence simple de la série de Fourier d"une fonc-
tion de L?(T), on a pour cela le théoréme suivant :

THEOREME (CARLESON(1965))
Si f € L?(T), la série de Fourier de f converge pour presque tout x vers f.

D’autres conséquences de 1’existence d’une base hilbertienne

PROPOSITION
Tout espace de Hilbert de dimension infinie admet un sous-espace isomorphe a

2(IN).

Démonstration: En effet, un espace de Hilbert de dimension infinie, admet une base

hilbertienne (infinie) et donc une suite orthonormée (ey,),en et E = Vect(en)nen
est alors isomorphe a ¢2(IN). =

En retrouve un résultat valable pour les espaces de Banach, dans le cas des espace
de Hilbert, mais sans utilisé le théoréme de Baire.

COROLLAIRE
Si un espace de Hilbert admet une base de Hamel au plus dénombrable, alors il
est de dimension finie.

Démonstration: Si l’espace de Hilbert est de dimension infinie, il admet d’apres la
proposition un sous-espace isomorphe a ¢?(IN). 11 suffit de montrer que ¢2(IN)
n’admet pas de base de Hamel dénombrable.

Pour « €]0,1[ On pose x, = (1,a,...,a",...). Alors x, € £>(N) et la famille (non
dénombrale) {xy }4e0,1, €st une famille libre de ¢2(IN), ce qui entraine qu’une base

—+00
de Hamel de ¢2(IN) ne peut pas étre dénombrable. En effet, ||x,[* = > a®" =
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=2 < 400, 0n abien x, € EZ(IN). Soit maintenant, A4, ..., A; € Ket a; distincts
k k
tels que > x,, = 0. Alors, pour toutn € N,ona »_af =0.
i=1 i=1

En particulier, en considérant, 0 < n < k — 1, on obtient le systeme

11 ... 1)\ [)n 0
el Ny ... Opq Ao 0
2 2 2
oy o5 ap_q A3l = 1|0
n—1 n—1 k—1 ' :
0(1 0(2 P ak—l )\k 0

qui a pour unique solution Ay = ... = Ay = 0, car les a; sont distincts et que la
matrice de Vandermonde a pour déterminant [ [(a; — a;) # 0.

|
i<j



